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Luku 1
Johdanto
Tämän tutkielman tarkoituksena on tutustua täydellisiin lukuihin. Ensin määritellään sig-
mafunktio ja tutustutaan sen ominaisuuksiin. Tutkielmassa täydelliset luvut määritellään
sigmafunktion avulla. Ensin tutustutaan täydellisten lukujen yleisiin ominaisuuksiin. Tä-
män jälkeen tutkitaan erikseen parillisia ja parittomia täydellisiä lukuja. Parillisten täydel-
listen lukujen muoto saadaan Eukleides-Euler-teoreemasta. Koska parillisten täydellisten
lukujen muoto tunnetaan hyvin, voidaan helposti todistaa muutamia parillisten täydel-
listen lukujen ominaisuuksia. Parittomien täydellisten lukujen olemassaolo on mysteeri,
mutta niitä koskevia osittaistuloksia on paljon. Tässä tutkielmassa osittaistuloksista esi-
tellään muutamia. Viimeisessä luvussa määritellään luvun runsaus, joka on eräänlainen
yleistys täydellisistä luvuista. Näin saadaan jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle las-
kettua runsaus, jolloin täydelliset luvut ovat lukuja, joiden runsaus on kaksi. Runsauden
käsitteen avulla saadaan myös osoitettua täydellisiin lukuihin liittyviä tuloksia.
Täydellisiin lukuihin liittyy paljon matematiikan avoimia ongelmia, muun muassa pa-
rittomien täydellisten lukujen olemassaolo sekä parillisten täydellisten lukujen lukumäärä.
Tämän tutkielman avulla voidaan helposti tutustua joihinkin matematiikan avoimiin on-
gelmiin ilman, että ongelman ymmärtämiseksi tarvitsisi opiskella matematiikkaa hyvin
pitkälle. Tämän tutkielman esitietoina vaaditaankin yleisen matemaattisen ymmärryksen
lisäksi vain perustiedot jaollisuudesta, lukujen alkutekijähajotelmasta sekä kongruenssis-
ta.
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Luku 2
Sigmafunktio
Tässä luvussa määritellään sigmafunktio luvun positiivisten tekijöiden summaksi ja selvi-
tetään kätevä muotoilu sigmafunktion arvon laskemiseksi. Tämän jälkeen osoitetaan joita-
kin sigmafunktion ominaisuuksia. Sigmafunktiota käytetään myöhemmin määriteltäessä
täydelliset luvut ja luvun runsaus.
2.1 Sigmafunktion määritelmä ja arvon laskeminen
Tässä kappaleessa määritellään sigmafunktio, osoitetaan sigmafunktion multiplikatiivi-
suus sekä selvitetään kätevä muotoilu sigmafunktion arvon laskemiseksi. Sigmafunktiota
ja sen arvon laskemista havainnollistetaan esimerkein.
Määritelmä 2.1. Määritellään sigmafunktio σ : Z+ → Z+ sellaiseksi, että
σ(n) =
∑
d|n
d,
jossa merkintä
∑
d|n tarkoittaa summaa yli luvun n positiivisten tekijöiden.
Esimerkki 2.2. Luvun 12 positiiviset tekijät ovat 1, 2, 3, 4, 6 ja 12, joten
σ(12) =
∑
d|12
d = 1 + 2 + 3 + 4 + 6 + 12 = 28.
Lause 2.3. σ(1) = 1 ja σ(n) ≥ n+ 1, kun n ∈ Z+ ja n > 1.
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Todistus. Luvun 1 ainoa positiivinen tekijä on 1, joten σ(1) = 1. Jos n > 1, niin luvulla
n ∈ Z+ on ainakin positiiviset tekijät 1 ja n, joten σ(n) ≥ 1 + n.
Lause 2.4. Olkoon p alkuluku ja n ∈ Z+. Tällöin
σ(pn) =
pn+1 − 1
p− 1 .
Todistus. Luvun pn positiiviset tekijät ovat 1, p, p2, . . . , pn, joten
σ(pn) = 1 + p+ p2 + ...+ pn =
pn+1 − 1
p− 1 .
Esimerkki 2.5. Luvun 512 positiivisten tekijöiden summa on
σ(512) =
512+1 − 1
5− 1 =
513 − 1
4
= 305175781.
Lause 2.6. Sigmafunktio on multiplikatiivinen eli kaikilla a, b ∈ Z+ pätee:
syt(a, b) = 1
⇒ σ(ab) = σ(a)σ(b)
Todistus. Olkoon a, b ∈ Z+ sellaisia, että syt(a, b) = 1.
Olkoon luvun a positiiviset tekijät a1, a2, . . . an ja luvun b positiiviset tekijät b1, b2, . . . bm.
Seuraava taulukko selvästi sisältää luvun ab kaikki positiiviset tekijät ja kaikki taulukon
jäsenet ovat luvun ab positiivisia tekijöitä
1 a1 a2 . . . an
b1 a1b1 a2b1 . . . anb1
. . . . .
. . . . .
. . . . .
bm a1bm a2bm . . . anbm
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Koska syt(a, b) = 1, niin taulukossa kaikki jäsenet ovat eri tekijöitä. Siis luvun ab positii-
visten tekijöiden summa on taulukossa olevien lukujen summa eli
σ(ab) = (1 + a1 + . . .+ an) + (b1 + a1b1 + . . .+ anb1) + . . .+ (bm + a1bm + . . .+ anbm)
= 1 · (1 + a1 + . . .+ an) + b1(1 + a1 + . . .+ an) + . . .+ bm(1 + a1 + . . .+ an)
= (1 + a1 + a2 + . . .+ an)(1 + b1 + b2 + . . .+ bm)
= σ(a)σ(b).
Siis sigmafunktio on multiplikatiivinen.
Lause 2.7. Olkoon pe11 p
e2
2 p
e3
3 . . . p
ek
k luvun n alkutekijähajotelma. Tällöin
σ(n) =
k∏
i=1
pei+1i − 1
pi − 1 .
Todistus. Todistus seuraa lauseista 2.6 ja 2.4:
σ(n) = σ(pe11 p
e2
2 p
e3
3 . . . p
ek
k )
= σ(pe11 )σ(p
e2
2 )σ(p
e3
3 ) . . . σ(p
ek
k )
=
pe1+11 − 1
p1 − 1 ·
pe2+12 − 1
p2 − 1 ·
pe3+13 − 1
p3 − 1 · . . . ·
pek+1k − 1
pk − 1
=
k∏
i=1
pei+1i − 1
pi − 1 .
Esimerkki 2.8.
σ(1512) = σ(23 · 33 · 7)
=
23+1 − 1
2− 1 ·
33+1 − 1
3− 1 · (7 + 1)
= 15 · 40 · 8
= 4800.
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2.2 Sigmafunktion ominaisuuksia
Tässä kappaleessa osoitetaan sigmafunktion arvon suuruuteen liittyviä ominaisuuksia,
joita hyödynnetään myöhemmin täydellisten lukujen ja runsauden yhteydessä.
Lause 2.9. Olkoon p alkuluku sekä l, k ∈ Z+. Tällöin
σ(pl+k) < σ(pl)σ(pk).
Todistus. Muokataan väitettä yksinkertaisempaan muotoon:
σ(pl+k) < σ(pl)σ(pk)
⇔ p
k+l+1 − 1
p− 1 <
pl+1 − 1
p− 1 ·
pk+1 − 1
p− 1
⇔ (pk+l+1 − 1)(p− 1) < (pl+1 − 1)(pk+1 − 1)
⇔ pl+k+2 − pl+k+1 − p+ 1 < pl+k+2 − pl+1 − pk+1 + 1
⇔ −pl+k+1 − p < −pl+1 − pk+1
⇔ pl+k − pl − pk + 1 > 0
⇔ pl(pk − 1)− (pk − 1) > 0
⇔ (pl − 1)(pk − 1) > 0,
joka on tosi, koska pl, pk > 1. Siis σ(pl+k) < σ(pl)σ(pk).
Lause 2.10. Kaikilla a, b ∈ Z+ pätee:
syt(a, b) > 1
⇒ σ(ab) < σ(a)σ(b)
Todistus. Olkoon a, b ∈ Z+ sellaisia, että syt(a, b) > 1.
Luvut a ja b voidaan esittää muodossa:
a = pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n
b = pl11 p
l2
2 . . . p
ln
n ,
6
jossa kaikilla i, j ∈ {1, 2, . . . , n} pätee, että pi on alkuluku ja ki, li ∈ N0 sekä, jos i 6= j,
niin pi 6= pj. Tällöin
σ(ab) = σ(pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n · pl11 pl22 . . . plnn ) = σ(pk1+l11 )σ(pk2+l22 ) . . . σ(pkn+lnn ).
Jos ki = 0 tai li = 0, niin σ(pki+lii ) = σ(p
ki
i )σ(p
li
i ). Muulloin lauseen 2.9 mukaan
σ(pki+lii ) < σ(p
ki
i )σ(p
li
i ), joten kaikilla i ∈ {1, 2, . . . , n} pätee: σ(pki+lii ) ≤ σ(pkii )σ(plii ).
Koska syt(a, b) > 1, niin on olemassa j ∈ {1, 2, . . . , n}, jolle kj, lj > 0. Tällöin lauseen 2.9
mukaan σ(pkj+ljj ) < σ(p
kj
j )σ(p
lj
j ). Tällöin
σ(ab) = σ(pk1+l11 )σ(p
k2+l2
2 ) . . . σ(p
kn+ln
n )
< σ(pk11 )σ(p
l1
1 )σ(p
k2
2 )σ(p
l2
2 ) . . . σ(p
kn
n )σ(p
ln
n )
= σ(pk11 )σ(p
k2
2 ) . . . σ(p
kn
n ) · σ(pl11 )σ(pl22 ) . . . σ(plnn )
= σ(a)σ(b).
Lause 2.11. Olkoon p alkuluku. Kaikilla k, l ∈ Z+ pätee:
σ(pk)
pk
<
σ(pk+l)
pk+l
.
Todistus. Muokataan väitettä yksinkertaisempaan muotoon:
σ(pk)
pk
<
σ(pk+l)
pk+l
⇔ σ(pk) < σ(p
k+l)
pl
⇔ pl(pk + pk−1 + . . .+ p+ 1) < pk+l + pk+l−1 + . . .+ p+ 1
⇔ pk+l + pk+l−1 + . . .+ pl+1 + pl < pk+l + pk+l−1 + . . .+ p+ 1
⇔ 0 < pl−1 + pl−2 + . . .+ p+ 1,
joka on selvästikin totta.
Lause 2.12. Kaikilla a ∈ Z+ ja b ∈ Z+\{1} pätee:
σ(a)
a
<
σ(ab)
ab
≤ σ(a)
a
· σ(b)
b
,
jossa yhtäsuuruus pätee, jos ja vain jos syt(a, b) = 1.
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Todistus. Oikeanpuoleinen epäyhtälö seuraa suoraan lauseista 2.6 ja 2.10. Todistetaan
vasemmanpuoleinen epäyhtälö:
Olkoot a ∈ Z+ ja b ∈ Z+\{1}.
Jos syt(a, b) = 1, niin
σ(ab)
ab
=
σ(a)σ(b)
ab
>
σ(a)b
ab
=
σ(a)
a
.
Todistetaan vielä erikseen tapaus syt(a, b) > 1:
Luvut a ja b voidaan esittää muodossa:
a = pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n
b = pl11 p
l2
2 . . . p
ln
n ,
jossa kaikilla i, j ∈ {1, 2, . . . , n} pätee: pi on alkuluku ja ki, li ∈ N0 sekä, jos i 6= j, niin
pi 6= pj. Tällöin
σ(ab)
ab
=
σ(pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n · pl11 pl22 . . . plnn )
pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n · pl11 pl22 . . . plnn
=
σ(pk1+l11 )σ(p
k2+l2
2 ) . . . σ(p
kn+ln
n )
pk1+l11 p
k2+l2
2 . . . p
kn+ln
n
.
Jos ki = 0 tai li = 0, niin
σ(pki+lii )
pki+lii
≥ σ(p
ki
i )
pkii
.
Muulloin lauseen 2.11 mukaan
σ(pki+lii )
pki+lii
>
σ(pkii )
pkii
.
Siis kaikilla i ∈ {1, 2, . . . , n} pätee:
σ(pki+lii )
pki+lii
≥ σ(p
ki
i )
pkii
.
Koska syt(a, b) > 1, on olemassa j ∈ {1, 2, . . . , n}, jolle kj, lj > 0, jolloin lauseen 2.11
mukaan
σ(p
kj+lj
j )
p
kj+lj
j
>
σ(p
kj
j )
p
kj
j
.
Tällöin
σ(ab)
ab
=
σ(pk1+l11 )σ(p
k2+l2
2 ) . . . σ(p
kn+ln
n )
pk1+l11 p
k2+l2
2 . . . p
kn+ln
n
>
σ(pk11 )σ(p
k2
2 ) . . . σ(p
kn
n )
pk11 p
k2
2 . . . p
kn
n
=
σ(a)
a
.
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Luku 3
Täydelliset luvut
Tässä luvussa määritellään täydelliset luvut, havainnollistetaan niitä esimerkeillä sekä
esitetään yhtäpitäviä muotoiluja täydellisille luvuille.
Määritelmä 3.1. Luku n ∈ Z+ on täydellinen, jos
σ(n) = 2n.
Huomataan helposti, että luku n ∈ Z+ on täydellinen, jos ja vain jos
σ(n)
n
= 2,
joka liittyy lauseeseen 2.12.
Esimerkki 3.2. Luku 6 on täydellinen luku, sillä
σ(6) = 1 + 2 + 3 + 6 = 6 + 6 = 2 · 6.
Esimerkki 3.3. Luku 70 ei ole täydellinen luku, sillä
σ(70) = σ(2 · 5 · 7) = (2 + 1) · (5 + 1) · (7 + 1) = 144 = 2 · 70 + 4 6= 2 · 70.
Lause 3.4. Luku n ∈ Z+ on täydellinen, jos ja vain jos se on itseään pienempien posi-
tiivisten tekijöidensä summa.
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Todistus. Luvun n ∈ Z+ kaikkien positiivisten tekijöiden summa on σ(n). Tähän kuiten-
kin lasketaan myös mukaan luku n itse. Luvun n itseään pienempien positiivisten tekijöi-
densä summa on siis σ(n) − n. Luku n on itseään pienempien positiivisten tekijöidensä
summa, jos ja vain jos
σ(n)− n = n
eli σ(n) = 2n.
Lause 3.5. Olkoon p alkuluku ja k ∈ Z+. Tällöin pk ei ole täydellinen luku.
Todistus. Luvun pk itseään pienempien tekijöidensä summa on
pk−1 + pk−2 + . . .+ p+ 1 =
pk − 1
p− 1 < p
k.
Esimerkki 3.6. Olkoon p ja q sellaisia alkulukuja, että p > q. Luku pq on täydellinen,
jos ja vain jos
σ(pq) = 2pq
⇔ (p+ 1)(q + 1) = 2pq
⇔ pq + p+ q + 1 = 2pq
⇔ p+ q + 1 = pq
⇔ q + 1 = p(q − 1)
⇔ q − 1 + 2 = p(q − 1)
⇔ 2 = p(q − 1)− (p− 1)
⇔ 2 = (p− 1)(q − 1).
Luvun 2 yksikäsitteisen alkutekijähajotelman mukaan: 2 = (p− 1)(q − 1), jos ja vain jos
p − 1 = 2 ja q − 1 = 1 eli p = 3 ja q = 2 eli pq = 6. Eli ainoa täydellinen luku, joka on
kahden eri alkuluvun tulo, on 6.
Lause 3.7. Luku n ∈ Z+ on täydellinen luku, jos ja vain jos∑
d|n
1
d
= 2.
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Todistus. Olkoon n ∈ Z+. Selvästi
n
∑
d|n
1
d
=
∑
d|n
n
d
.
Luku d on luvun n tekijä, jos ja vain jos luku n/d on luvun n tekijä, sillä d ·n/d = n. Siis
n
∑
d|n
1
d
=
∑
d|n
n
d
=
∑
d|n
d = σ(n).
Määritelmän mukaan luku n on täydellinen luku, jos ja vain jos σ(n) = 2n eli
n
∑
d|n
1
d
= 2n
eli ∑
d|n
1
d
= 2.
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Luku 4
Parilliset täydelliset luvut
Tässä luvussa ratkaistaan parillisten täydellisten lukujen muoto ja esitellään parillisten
täydellisten lukujen ominaisuuksia.
4.1 Eukleides-Euler-teoreema
Tässä kappaleessa ratkaistaan parillisten täydellisten lukujen muoto osoittamalla Eukleides-
Euler-teoreema.
Lause 4.1. (Eukleides) Olkoon 2k − 1 alkuluku. Tällöin 2k−1(2k − 1) on täydellinen luku.
Todistus. Olkoon 2k − 1 alkuluku. Tällöin lauseen 2.7 nojalla
σ(2k−1(2k − 1)) = 2
k−1+1 − 1
2− 1 · (2
k − 1 + 1)
= (2k − 1) · 2k
= 2 · 2k−1(2k − 1).
Esimerkki 4.2. 25 − 1 = 31 on alkuluku, siis 24 · 31 = 496 on täydellinen luku.
Lause 4.3. Jos 2k − 1 on alkuluku, niin k on alkuluku.
12
Todistus. Olkoon 2k − 1 alkuluku ja k = ab, jossa a, b ∈ Z+. Tällöin
2k − 1 = 2ab − 1
= (2a)b − 1
≡ 1b − 1 (mod 2a − 1)
≡ 0 (mod 2a − 1)
Siis 2k−1 on jaollinen luvulla 2a−1. Koska 2k−1 = 2ab−1 on alkuluku, niin 2a−1 = 2ab−1
tai 2a − 1 = 1. Siis b = 1 tai a = 1, joten k on alkuluku.
Muotoa 2k − 1 olevia lukuja, joissa k ∈ Z+, sanotaan Mersennen luvuiksi ja muotoa
2p−1 olevia alkulukuja sanotaan Mersennen alkuluvuiksi kyseisiä lukuja tutkineen mate-
maatikko Marin Mersennen mukaan. Pienimmät Mersennen alkuluvut ja niitä vastaavat
eksponentin p arvot sekä täydelliset luvut on esitetty seuraavassa taulukossa.
p 2 3 5 7 13
2p − 1 3 7 31 127 8191
2p−1(2p − 1) 6 28 496 8128 33550336
Ei tiedetä, onko Mersennen alkulukuja äärettömän paljon.
Seuraavan lauseen Euler todisti hieman eri tavalla. Tämän tutkielman todistuksessa
käytetään hyväksi kappaleessa 2 esitettyjä lauseita. Alkuperäisen todistuksen voi lukea
esimerkiksi kirjasta [1].
Lause 4.4. (Euler) Kaikki parilliset täydelliset luvut ovat muotoa 2p−1(2p−1), jossa 2p−1
on alkuluku.
Todistus. Olkoon n parillinen täydellinen luku. Tällöin se on muotoa 2km, jollakin k ∈ Z+
ja parittomalla positiivisella kokonaisluvulla m. Koska n on täydellinen luku, niin
2k+1m = σ(2km)
=
2k+1 − 1
2− 1 σ(m)
= (2k+1 − 1)σ(m).
Koska (2k+1 − 1) on pariton, se jakaa luvun m eli m = s(2k+1 − 1) jollakin s ∈ Z+. Jos
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s > 1, niin
σ(n)
n
=
σ(2k(2k+1 − 1)s)
2k(2k+1 − 1)s (lause 2.12)
>
σ(2k(2k+1 − 1))
2k(2k+1 − 1)
=
(2k+1 − 1)σ(2k+1 − 1)
2k(2k+1 − 1) (lause 2.3)
≥ (2
k+1 − 1)(2k+1 − 1 + 1)
2k(2k+1 − 1)
= 2.
Mutta, koska n on täydellinen, niin
σ(n)
n
= 2, joten s = 1. Siis n = 2k(2k+1 − 1). Jos
2k+1 − 1 ei ole alkuluku, niin sillä on muitakin tekijöitä kuin 2k+1 − 1 ja 1, joten
σ(n)
n
=
σ(2k(2k+1 − 1))
2k(2k+1 − 1)
=
(2k+1 − 1)σ(2k+1 − 1)
2k(2k+1 − 1)
>
(2k+1 − 1)(2k+1 − 1 + 1)
2k(2k+1 − 1)
= 2.
Siis 2k+1 − 1 on alkuluku. Tämä on alkuluku vain, jos k + 1 = p on alkuluku (lause 4.3),
jolloin n = 2p−1(2p − 1).
Lauseista 4.1 ja 4.4 saadaan muodostettua Eukleides-Euler-teoreema:
Lause 4.5. (Eukleides-Euler-teoreema) Parillinen luku n ∈ Z+ on täydellinen, jos ja
vain jos
n = 2p−1(2p − 1),
jossa 2p − 1 ja p ovat alkulukuja.
Koska jokaista Mersennen alkulukua vastaa täsmälleen yksi parillinen täydellinen luku,
niin myöskään ei tiedetä, onko parillisia täydellisiä lukuja äärettömän paljon.
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4.2 Parillisten täydellisten lukujen ominaisuuksia
Tässä kappaleessa osoitetaan tuloksia liittyen parillisten täydellisten lukujen esittämiseen
erilaisina summina. Osoitetaan myös parillisten täydellisten lukujen kongruenssiominai-
suuksia.
Lause 4.6. Olkoon n = 2p−1(2p−1) parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla 2p−1.
Tällöin
n =
2p−1∑
i=1
i.
Todistus. Olkoon n = 2p−1(2p − 1) parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla 2p − 1.
Tällöin
2p−1∑
i=1
i =
(1 + 2p − 1)(2p − 1)
2
= 2p−1(2p − 1) = n.
Esimerkki 4.7. Täydellinen luku
28 = 23−1(23 − 1) = 22 · 7 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7.
Lause 4.8. Olkoon n = 2p−1(2p−1) parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla 2p−1.
Jos joillain kokonaisluvuilla a < b pätee:
n =
b∑
i=a+1
i,
niin a = 0 ja b = 2p − 1.
Todistus. Olkoon n = 2p−1(2p − 1) parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla 2p − 1.
Olkoon
n =
b∑
i=a+1
i
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joillakin kokonaisluvuilla a < b. Lasketaan summa
b∑
i=a+1
i =
b∑
i=1
i−
a∑
i=1
i
=
b(b+ 1)
2
− a(a+ 1)
2
=
b2 − a2 + b− a
2
=
(b+ a)(b− a) + b− a
2
=
(b+ a+ 1)(b− a)
2
.
Koska n =
∑b
i=a+1 i, niin
2p−1(2p − 1) = (b+ a+ 1)(b− a)
2
.
Siis
(b+ a+ 1)(b− a) = 2p(2p − 1).
Koska luvuista b− a ja b+ a+ 1 toinen on parillinen ja toinen on pariton sekä luku b− a
on lukua b + a + 1 pienempi, niin b − a = 1 tai b − a = 2p − 1. Koska a + 1 < b, niin
b − a = 2p − 1. Siis b = 2p − 1 + a ja b + a + 1 = 2p. Siis 2p + 2a = 2p. Siis a = 0 ja
b = 2p − 1.
Lause 4.9. Olkoon n = 2p−1(2p − 1) 6= 6 parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla
2p − 1. Tällöin
n =
2(p−1)/2∑
i=1
(2i− 1)3.
Todistus. Olkoon n = 2p−1(2p − 1) 6= 6 parillinen täydellinen luku jollakin alkuluvulla
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2p − 1. Merkitään m = 2(p−1)/2. Tällöin
2(p−1)/2∑
i=1
(2i− 1)3 =
m∑
i=1
(2i− 1)3
=
m∑
i=1
(8i3 − 12i2 + 6i− 1)
= 8
m2(m+ 1)2
4
− 12m(m+ 1)(2m+ 1)
6
+ 6
m(m+ 1)
2
−m
= 2m2(m+ 1)2 − 2m(m+ 1)(2m+ 1) + 3m(m+ 1)−m
= 2m2(m2 + 2m+ 1)− 2m(2m2 + 3m+ 1) + 3m2 + 3m−m
= 2m4 + 4m3 + 2m2 − 4m3 − 6m2 − 2m+ 3m2 + 2m
= 2m4 −m2
= m2(2m2 − 1)
= 2p−1(2p − 1).
Lause 4.10. Ainoa parillinen täydellinen luku, joka on muotoa x3 + y3 joillakin positii-
visilla kokonaisluvuilla x ja y, on luku 28.
Todistus. Olkoon n parillinen täydellinen luku sekä x ∈ Z+ ja y ∈ Z+ sellaisia, että
x3 + y3 = n. Tällöin n = 2p−1(2p − 1) joillakin alkuluvuilla p ja 2p − 1. Koska x3 + y3 =
(x+ y)(x2 − xy + y2), saadaan yhtälö:
(x+ y)(x2 − xy + y2) = 2p−1(2p − 1).
Olkoon luvun x alkutekijähajotelmassa luvun 2 potenssi pienempi tai yhtä suuri kuin
luvun y alkutekijähajotelmassa. Tällöin
x = 2ax1 ja y = 2ay1
joillakin a ∈ N0, y1 ∈ Z+ sekä parittomalla x1 ∈ Z+. Tällöin
23a(x1 + y1)(x1
2 − x1y1 + y12) = 2p−1(2p − 1).
Koska x12 − x1y1 + y12 on pariton ja 2p − 1 on alkuluku, niin x12 − x1y1 + y12 = 1 tai
x1
2− x1y1 + y12 = 2p− 1. Yhtälö x12− x1y1 + y12 = 1 pätee positiivisilla kokonaisluvuilla
x1 ja y1 vain jos x1 = y1 = 1 ja tällöin (2ax1)3 + (2ay1)3 = 23a+1 ei ole täydellinen luku.
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Siis x12 − x1y1 + y12 = 2p − 1 ja täten myös x1 + y1 = 2p−1−3a eli y1 = 2p−1−3a − x1.
Sijoittamalla saadaan:
x21 − (2p−1−3a − x1)x1 + (2p−1−3a − x1)2 = 2p − 1
⇔ x21 − 2p−1−3ax1 + x21 +
(
2p−1−3a
)2 − 2p−1−3a · 2x1 + x21 = 2p − 1
⇔ 2p−1−3a(23a+1 + 3x1 − 2p−1−3a) = 3x21 + 1.
Koska x1 on pariton, niin x1 ∈ {1, 3,−3,−1} (mod 8), jolloin x21 ≡ 1 (mod 8) ja täten
3x21 + 1 ≡ 4 (mod 8).
Tällöin myös
2p−1−3a(23a+1 + 3x1 − 2p−1−3a) ≡ 4 (mod 8).
Siis luku 2p−1−3a(23a+1 +3x1− 2p−1−3a) on jaollinen neljällä, mutta ei kahdeksalla. Koska
luku x1 on pariton, niin myös luku 2+3x1−2p−1−3a on pariton. Koska luku 2+3x1−2p−1−3a
on pariton, niin 2p−1−3a = 4. Siis p− 1− 3a = 2 eli p = 3(a+ 1). Koska p on alkuluku ja
se on jaollinen kolmella, niin p = 3.
Huomataan vielä, että 28 = 23−1(23 − 1) = 33 + 13. Siis luku 28 on ainoa parillinen
täydellinen luku, joka voidaan esittää kahden positiivisen kokonaisluvun kuution summa-
na.
Lause 4.11. Olkoon n 6= 28 parillinen täydellinen luku. Tällöin
n ≡ 1 tai n ≡ −1 (mod 7).
Todistus. Olkoon n 6= 28 parillinen täydellinen luku. Tällöin se on muotoa n = 2p−1(2p −
1) joillakin alkuluvuilla p ja 2p − 1. Osoitetaan induktiolla, että luvun 2k jakojäännös
seitsemällä jaettaessa on 1, 2 tai 4 kaikilla k ∈ Z+:
1. 21 ≡ 2 (mod 7).
2. Oletetaan
(a) 2k−1 ≡ 1 (mod 7). Tällöin
2k = 2 · 2k−1 ≡ 2 · 1 = 2 (mod 7).
(b) 2k−1 ≡ 2 (mod 7). Tällöin
2k = 2 · 2k−1 ≡ 2 · 2 = 4 (mod 7).
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(c) 2k−1 ≡ 4 (mod 7). Tällöin
2k = 2 · 2k−1 ≡ 2 · 4 ≡ 1 (mod 7).
Siis 2p−1 ≡ 1 tai 2p−1 ≡ 2 tai 2p−1 ≡ 4 (mod 7). Selvitetään näitä vastaavat jakojään-
nökset luvulle 2p − 1:
2p−1 2p − 1
1 2 · 1− 1 ≡ 1
2 2 · 2− 1 ≡ 3
4 2 · 4− 1 ≡ 0
Koska 2p−1(2p−1) 6= 28, niin 2p−1 6= 7. Koska 2p−1 on seitsemästä poikkeava alkuluku,
niin se ei ole jaollinen seitsemällä. Tällöin sen jakojäännös ei voi olla 0, joten jäljelle jäävät
seuraavat vaihtoehdot:
2p−1 2p − 1
1 1
2 3
Lasketaan tulon 2p−1(2p − 1) jakojäännös:
2p−1 2p − 1 2p−1(2p − 1)
1 1 1 · 1 ≡ 1
2 3 2 · 3 ≡ −1
Siis
n = 2p−1(2p − 1) ≡ 1 tai n = 2p−1(2p − 1) ≡ −1 (mod 7).
Lause 4.12. Olkoon n parillinen täydellinen luku. Tällöin
n ≡ 6 tai n ≡ 8 (mod 10).
Todistus. Olkoon n parillinen täydellinen luku. Tällöin se on muotoa n = 2p−1(2p−1) joil-
lakin alkuluvuilla p ja 2p − 1. Koska 2p−1 on parillinen, niin sen jakojäännös kymmenellä
jaettaessa on myös parillinen. Luku 2p−1 ei myöskään ole jaollinen kymmenellä. Seuraavas-
sa taulukossa on vaihtoehdot luvun 2p−1 jakojäännöksille ja näitä vastaavat luvun 2p − 1
jakojäännökset kymmenellä jaettaessa.
2p−1 2p − 1
2 2 · 2− 1 ≡ 3
4 2 · 4− 1 ≡ 7
6 2 · 6− 1 ≡ 1
8 2 · 8− 1 ≡ 5
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Koska luku 2p − 1 on alkuluku ja 2p − 1 6= 5, niin 2p − 1 6≡ 5 (mod 10). Seuraavassa
taulukossa on laskettu jakojäännösvaihtoehdot luvulle n = 2p−1(2p − 1).
2p−1 2p − 1 2p−1(2p − 1)
2 2 · 2− 1 ≡ 3 6
4 2 · 4− 1 ≡ 7 8
6 2 · 6− 1 ≡ 1 6
Siis
n ≡ 6 tai n ≡ 8 (mod 10).
Lause 4.13. Olkoon n 6= 6 parillinen täydellinen luku. Tällöin
n = 1 + 9 · k(k + 1)
2
,
jossa k = 8j + 2 jollakin j ∈ Z.
Todistus. Olkoon n 6= 6 parillinen täydellinen luku. Tällöin
n = 2p−1(2p − 1)
jollakin alkuluvuilla p ≥ 3 ja 2p − 1. Osoitetaan, että
n = 1 + 9 · k(k + 1)
2
,
kun k = (2p − 2)/3:
Kun k = (2p − 2)/3, niin
1 + 9 · k(k + 1)
2
= 1 + 9 · 1
2
(2p − 2)
3
(2p + 1)
3
= 1 + (2p−1 − 1)(2p + 1)
= 1 + 22p−1 + 2p−1 − 2p − 1
= 22p−1 − 2p−1
= 2p−1(2p − 1)
= n.
Osoitetaan vielä, että k = (2p − 2)/3 = 8j + 2 jollakin j ∈ Z:
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Huomataan seuraavat yhtäpitävyydet
2p − 2
3
= 8j + 2
⇔ 2p−1 − 1 = 12j + 3
⇔ 2p−1 = 4(3j + 1)
⇔ 2p−3 = 3j + 1.
Koska p ≥ 3 on alkuluku, niin luku p− 3 ≥ 0 on parillinen. Tällöin
2p−3 ≡ (−1)p−3 ≡ 1 (mod 3).
Siis 2p−3 = 3j + 1 jollakin j ∈ Z.
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Luku 5
Parittomat täydelliset luvut
Parittomien täydellisten lukujen olemassaoloa ei tiedetä. Niille on kuitenkin osoitettu
useita osittaistuloksia, joista tässä esitellään muutamia.
Lause 5.1. Olkoon n ∈ Z+ pariton täydellinen luku. Tällöin
n = pkm2
jollakin alkuluvulla p, parittomalla kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole
jaollinen luvulla p.
Todistus. Se, että n = pkm2 ∈ Z+ jollakin alkuluvulla p, parittomalla kokonaisluvulla k
ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p, tarkoittaa sitä, että luvun n alkute-
kijähajotelmassa on täsmälleen yksi alkutekijä, jonka eksponentti on pariton. Osoitetaan,
että, jos parittomalla luvulla n
1. on vähintään kaksi alkutekijää, joiden eksponentti on pariton, niin n ei ole täydel-
linen.
2. ei ole yhtään alkutekijää, jonka eksponentti on pariton, niin n ei ole täydellinen.
Tällöin jokaisella parittomalla täydellisellä luvulla on täsmälleen yksi alkutekijä, jonka
eksponentti on pariton.
1. Olkoon n = pkqlm joillakin parittomilla eri alkuluvuilla p ja q sekä parittomilla
positiivisilla kokonaisluvuilla k ja l sekä jollakin parittomalla m ∈ Z+, joka ei ole
22
jaollinen luvulla p eikä q. Tällöin
σ(n) = σ(pk)σ(ql)σ(m) =
k∑
i=0
pi
l∑
i=0
qiσ(m).
Koska luvut p ja q sekä k ja l ovat parittomia, niin
k∑
i=0
pi ≡
k∑
i=0
1i ≡
k∑
i=0
1 ≡ k + 1 ≡ 0 (mod 2)
l∑
i=0
qi ≡
l∑
i=0
1i ≡
l∑
i=0
1 ≡ l + 1 ≡ 0 (mod 2)
Siis σ(n) on jaollinen neljällä. Jos n olisi täydellinen luku, niin σ(n) = 2n, jolloin
σ(n) ei olisi jaollinen neljällä, sillä luku n on pariton. Siis n ei ole täydellinen luku.
2. Olkoon luvun n alkutekijähajotelma pe11 . . . pemm , jossa pi on pariton ja ei on parillinen
kaikilla i ∈ {1 . . .m}. Tällöin
σ(n) = σ(pe11 ) . . . σ(p
em
m )
=
e1∑
i=0
pi1 . . .
em∑
i=0
pim
≡
e1∑
i=0
1i . . .
em∑
i=0
1i (mod 2)
≡
e1∑
i=0
1 . . .
em∑
i=0
1 (mod 2)
≡ (e1 + 1) . . . (em + 1) (mod 2)
≡ 1 · . . . · 1 (mod 2)
≡ 1 (mod 2).
Siis σ(n) ei ole parillinen. Jos n olisi täydellinen, niin σ(n) = 2n. Siis σ(n) olisi
parillinen. Siis n ei ole täydellinen luku.
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Lause 5.2. Olkoon n = pkm2 pariton täydellinen luku jollakin alkuluvulla p, paritto-
malla kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p. Tällöin
k ≡ 1 (mod 4) ja p ≡ 1 (mod 4).
Todistus. Olkoon n = pkm2 pariton täydellinen luku jollakin alkuluvulla p, parittomalla
kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p. Tällöin σ(n) = 2n,
joka on jaollinen kahdella, mutta ei neljällä, sillä n on pariton. Siis
σ(n) ≡ 2 (mod 4).
Siis
σ(pk)σ(m2) ≡ 2 (mod 4).
Koska p on pariton, niin
p ≡ 1 tai p ≡ −1 (mod 4).
Jos p ≡ −1 (mod 4), niin
σ(pk)σ(m2) =
(
k∑
i=0
pi
)
σ(m2)
≡
(
k∑
i=0
(−1)i
)
σ(m2) (mod 4)
≡ (1− 1 + 1− 1 + . . .+ 1− 1)σ(m2) (mod 4)
≡ 0 · σ(m2) (mod 4)
≡ 0 (mod 4),
mikä on ristiriidassa sen kanssa, että σ(pk)σ(m2) ≡ 2 (mod 4). Siis p ≡ 1 (mod 4).
Tällöin
σ(pk) =
k∑
i=0
pi ≡
k∑
i=0
1i ≡
k∑
i=0
1 ≡ k + 1 (mod 4).
Koska k on pariton, niin
k + 1 ≡ 2 (mod 4).
Eli
k ≡ 1 (mod 4).
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5.1 Touchardin teoreema
Tässä kappaleessa osoitetaan Touchardin teoreema, tarkennetaan sitä ja lopuksi sitä hyö-
dyntämällä osoitetaan lause 5.9.
Lause 5.3. Olkoon n = pkm2 pariton täydellinen luku jollakin alkuluvulla p, parittomalla
kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p. Tällöin
n ≡ 1 (mod 12) tai n ≡ 9 (mod 12).
Todistus. Olkoon n = pkm2 pariton täydellinen luku jollakin alkuluvulla p, parittomalla
kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p.
Koska p = 4a + 1 jollakin kokonaisluvulla a (lause 5.2), niin p ≡ 1, p ≡ 5, tai p ≡ 9
(mod 12). Koska p on alkuluku eikä luku kolme, niin se ei ole jaollinen kolmella. Tällöin
p 6≡ 9 (mod 12). Siis p ≡ 1 tai p ≡ 5 (mod 12). Tällöin p2 ≡ 1 (mod 12). Koska k on
pariton, niin pk ≡ p (mod 12). Siis pk ≡ 1 tai pk ≡ 5 (mod 12).
Seuraavassa taulukossa on esitelty jakojäännökset parittomalle luvulle m ja sitä vas-
taavalle luvulle m2 (mod 12).
m m2
1 1
3 9
5 1
7 1
9 9
11 1
Taulukko 5.1
Siis m2 ≡ 1 tai m2 ≡ 9 (mod 12).
Seuraavassa taulukossa on esitetty luvun n = pkm2 jakojäännös lukujen m2 ja pk
jakojäännösten mukaan (mod 12).
m2 1 9
pk
1 1 9
5 5 9
Taulukko 5.2
Osoitetaan vastaoletuksella, ettei päde pk ≡ 5 ja m2 ≡ 1 (mod 12):
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Olkoon pk ≡ 5 ja m2 ≡ 1 (mod 12). Koska pkm2 on täydellinen luku, niin
2pkm2 = σ(pkm2)
2 · 5 · 1 ≡ σ(pk)σ(m2) (mod 12)
Koska pk ≡ 5 (mod 12), niin
σ(pk) = 1 + p+ p2 + . . .+ pk
≡ 1 + 5 + 1 + 5 + . . .+ 1 + 5 (mod 12)
≡ 6 · k + 1
2
(mod 12)
≡ 3(k + 1) (mod 12).
Tällöin
10 ≡ 3(k + 1) · σ(m2) (mod 12),
joka on mahdotonta, sillä 10 ei ole jaollinen kolmella.
Siis n ≡ 1 tai n ≡ 9 (mod 12).
Lause 5.4. Olkoon n pariton täydellinen luku. Jos n ≡ 9 (mod 12), niin n ≡ 9 (mod 36).
Todistus. Olkoon n pariton täydellinen luku. Tällöin n = pkm2 jollakin alkuluvulla p,
parittomalla kokonaisluvulla k ja kokonaisluvulla m, joka ei ole jaollinen luvulla p. Olkoon
n ≡ 9 (mod 12). Tällöin m2 ≡ 9 (mod 12) (taulukko 5.2). Tällöin m ≡ 3 tai m ≡ 9 (mod
12) (taulukko 5.1). Siis m = 12a + c, jossa a on jokin kokonaisluku ja c = 3 tai c = 9.
Tällöin
m2 = (12a+ c)2
= 122a2 + 2 · 12ac+ c2
≡ 24ac+ c2 (mod 36).
Koska c = 3 tai c = 9, niin 24ac ≡ 0 (mod 36). Siis m2 ≡ c2 ≡ 9 (mod 36). Taulukosta
5.2 nähdään, että pk ≡ 1 tai pk ≡ 5 (mod 12). Tällöin pk = 12b + d, jossa b on jokin
kokonaisluku ja d = 1 tai d = 5. Tällöin
n = pkm2
= (12b+ d)m2
≡ (12b+ d) · 9 (mod 36)
≡ 9d (mod 36)
≡ 9 (mod 36).
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Lauseista 5.3 ja 5.4 saadaan Touchardin teoreema:
Lause 5.5. (Touchardin teoreema) Olkoon n pariton täydellinen luku. Tällöin
n ≡ 1 (mod 12) tai n ≡ 9 (mod 36).
Touchardin teoreemaa voidaan vielä tarkentaa. Tarkentamiseen tarvitsemme kiinalai-
sen jäännöslauseen, jonka todistuksessa käytetään seuraavaa tulosta.
Lause 5.6. Olkoon a, n ∈ Z sellaisia, että syt(a, n) = 1, ja olkoon k, l ∈ Z. Tällöin
ka ≡ la (mod n)
⇒ k ≡ l (mod n).
Todistus. Olkoon a, n ∈ Z sellaisia, että syt(a, n) = 1, ja olkoon k, l ∈ Z. Olkoon
ka ≡ la (mod n).
Tällöin
ka− la ≡ 0 (mod n)
eli (k − l)a ≡ 0 (mod n).
Koska syt(a, n) = 1, niin
k − l ≡ 0 (mod n)
eli k ≡ l (mod n).
Lause 5.7. (Kiinalainen jäännöslause) Olkoon n1, n2, ..., nk ∈ Z sellaisia, että syt(ni, nj) =
1 kaikilla i 6= j. Olkoon a1, a2, . . . , ak ∈ Z. Tällöin kongruenssiyhtälöryhmällä
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
:
:
x ≡ ak (mod nk)
on olemassa ratkaisu. Jos x ∈ Z on kongruenssiyhtälöryhmän ratkaisu, niin y ∈ Z on
kongruenssiyhtälöryhmän ratkaisu, jos ja vain jos
x ≡ y (mod n1n2 . . . nk).
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Todistus. Olkoon n1, n2, ..., nk ∈ Z sellaisia, että syt(ni, nj) = 1 kaikilla i 6= j. Olkoon
a1, a2, . . . , ak ∈ Z. Todistetaan väite induktiolla kongruenssiyhtälöiden lukumäärän suh-
teen.
1. Osoitetaan väite yhtälöryhmälle
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2).
Koska syt(n1, n2) = 1, niin lauseen 5.6 mukaan mitkään luvuista
0n1, 1n1, 2n1, . . . , (n2 − 1)n1
eivät ole kongruentteja keskenään (mod n2). Tällöin myöskään mitkään luvuista
0n1 + a1, 1n1 + a1, 2n1 + a1, . . . , (n2 − 1)n1 + a1
eivät ole kongruentteja keskenään (mod n2). Koska näitä lukuja on n2 kappaletta,
niin jokin niistä on kongruentti luvun a2 kanssa (mod n2). Merkitään tätä lukua x1.
Koska kaikki luvut 0n1+a1, 1n1+a1, 2n1+a1, . . . , (n2−1)n1+a1 ovat kongruentteja
luvun a1 kanssa (mod n1), niin x1 ≡ a1 (mod n1). Siis x1 toteuttaa yhtälöparin
x1 ≡ a1 (mod n1)
x1 ≡ a2 (mod n2).
(a) “⇒” Olkoon x1 ∈ Z ja y ∈ Z kongruenssiyhtälöryhmän
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
ratkaisuja. Siis
x1 − y ≡ 0 (mod n1)
ja x1 − y ≡ 0 (mod n2).
Koska syt(n1, n2) = 1, niin
x1 − y ≡ 0 (mod n1n2)
eli x1 ≡ y (mod n1n2).
28
(b) “⇐” Olkoon x1 ∈ Z ja y ∈ Z sellaisia, että
x1 ≡ a1 (mod n1),
x1 ≡ a2 (mod n2)
ja
x1 ≡ y (mod n1n2).
Tällöin
y ≡ x1 ≡ a1 (mod n1)
ja y ≡ x1 ≡ a2 (mod n2).
Siis väite pätee yhtälöryhmälle
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2).
2. Oletetaan, että väite pätee, kun kongruenssiyhtälöiden lukumäärä on vähemmän
kuin k ≥ 3. Osoitetaan, että väite pätee kongruenssiyhtälöryhmälle
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
:
:
x ≡ ak (mod nk).
Induktio-oletuksen mukaan kongruenssiyhtälöryhmällä
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
:
:
x ≡ ak−1 (mod nk−1)
on olemassa ratkaisu xk−2 ∈ Z ja kongruenssiyhtälöryhmä on yhtäpitävä kongruens-
siyhtälön
x ≡ xk−2 (mod n1n2 . . . nk−1)
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kanssa. Täten siis kongruenssiyhtälöryhmä
x ≡ a1 (mod n1)
x ≡ a2 (mod n2)
:
:
x ≡ ak (mod nk).
on yhtäpitävä kongruenssiyhtälöryhmän
x ≡ xk−2 (mod n1n2 . . . nk−1)
x ≡ ak (mod nk)
kanssa.
Koska kongruenssiyhtälöryhmässä
x ≡ xk−2 (mod n1n2 . . . nk−1)
x ≡ ak (mod nk)
on vain kaksi kongruenssiyhtälöä ja syt(n1n2 . . . nk−1, nk) = 1, niin induktio-oletuksen
perusteella sillä on ratkaisu x ∈ Z. Luku y ∈ Z on yhtälöryhmän ratkaisu, jos ja
vain jos
x ≡ y (mod n1n2 . . . nk).
Seuraava tulos tarkentaa Touchardin teoreemaa.
Lause 5.8. Olkoon n pariton täydellinen luku. Tällöin
n ≡ 1 (mod 22 · 3),
n ≡ 32 · 13 (mod 22 · 32 · 13),
n ≡ 34 · 114 (mod 22 · 34 · 114),
tai n ≡ 36 (mod 22 · 36).
Todistus. Olkoon n pariton täydellinen luku. Tällöin Touchardin teoreeman mukaan
n ≡ 1 (mod 12) tai n ≡ 9 (mod 36).
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Pitää siis tutkia vain tilanne n ≡ 9 (mod 36). Tällöin n on jaollinen kolmella. Koska
lauseen 5.1 mukaan
n = pkm21
jollakin alkuluvulla p ja kokonaisluvulla m1, joille pätee syt(p,m1) = 1, sekä jollakin
kokonaisluvulla k, ja lauseen 5.2 mukaan p ≡ 1 (mod 4), niin p 6= 3. Siis
n = pk · 32lm2
jollakin alkuluvulla p ≡ 1 (mod 4) ja kokonaisluvulla m, joille pätee: syt(3p,m) = 1, sekä
kokonaisluvuilla l ja k. Tutkitaan erikseen tapaukset l = 1, l = 2 ja l ≥ 3.
1. Olkoon l = 1. Koska
2n = σ(n) = σ(32)σ(pkm2) = 13σ(pkm2),
niin luku 13 jakaa luvun n. Siis n toteuttaa kongruenssiyhtälöparin
n ≡ 0 (mod 13)
n ≡ 9 (mod 36).
Koska 32 · 13 on kongruenssiyhtäparin eräs ratkaisu, niin kiinalaisen jäännöslauseen
mukaan
n ≡ 32 · 13 (mod 22 · 32 · 13).
2. Olkoon l = 2. Koska
2n = σ(n) = σ(34)σ(pkm2) = 112σ(pkm2),
niin luku 112 jakaa luvun n. Koska 11 ≡ 3 (mod 4), niin p 6= 11. Siis alkuluvun 11
potenssi on parillinen luvun n alkutekijähajotelmassa.
Jos luvun 11 potenssi on kaksi, niin σ(112) = 7 ·19 jakaa luvun n. Koska 7 ≡ 19 ≡ 3
(mod 4), niin lukujen 7 ja 19 potenssi on vähintään 2. Siis lauseen 2.12 perusteella
σ(n)
n
≥ σ(3
4 · 72 · 112 · 192)
34 · 72 · 112 · 192 =
112 · 3 · 19 · 7 · 19 · 3 · 127
34 · 72 · 112 · 192 =
127
32 · 7 > 2.
Koska n on täydellinen, niin luvun 11 potenssi ei ole 2, siis se on vähintään 4. Siis
n toteuttaa kongruenssiyhtälöryhmän
n ≡ 0 (mod 34)
n ≡ 0 (mod 114)
n ≡ 9 (mod 36).
31
Siis n toteuttaa kongruenssiyhtälöryhmän
n ≡ 0 (mod 34)
n ≡ 0 (mod 114)
n ≡ 1 (mod 22).
Koska 34 · 114 on kongruenssiyhtälöryhmän eräs ratkaisu, niin kiinalaisen jäännös-
lauseen mukaan
n ≡ 34 · 114 (mod 22 · 34 · 114).
3. Olkoon l ≥ 3. Tällöin n toteuttaa kongruenssiyhtälöparin
n ≡ 0 (mod 36)
n ≡ 9 (mod 36).
Siis n toteuttaa kongruenssiyhtälöparin
n ≡ 0 (mod 36)
n ≡ 1 (mod 22).
Koska 36 on kongruenssiyhtälöryhmän eräs ratkaisu, niin kiinalaisen jäännöslauseen
mukaan
n ≡ 36 (mod 22 · 36).
Vastaavalla tavalla tulosta voidaan tarkentaa tutkimalla esimerkiksi tapaukset l = 3
ja l ≥ 4 erikseen tai tapauksia luvun 11 potenssien suhteen erikseen, kun l = 2.
Lause 5.9. Jos täydellinen luku n = x3 jollakin kokonaisluvulla x, niin luku n on pariton
ja jaollinen kolmella.
Todistus. Koska jokainen parillinen täydellinen luku on muotoa 2p−1(2p − 1) joillakin al-
kuluvuilla p ja 2p − 1, niin selvästi mikään parillinen täydellinen luku ei ole minkään
kokonaisluvun kuutio.
Osoitetaan kolmella jaollisuus vastaoletuksella: Olkoon x ∈ Z ja x3 pariton täydellinen
luku, joka ei ole jaollinen kolmella. Tällöin
x3 = p3km6
joillakin parittomalla kokonaisluvulla k ja alkuluvulla p 6= 3 sekä kokonaisluvulla m, joka
ei ole jaollinen luvulla p eikä luvulla 3. Koska p3km6 on täydellinen luku, niin
σ(p3km6) = σ(p3k)σ(m6) = 2p3km6.
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Jos alkuluku q ≡ 1 (mod 6), niin
σ(q6a) = 1 + q + q2 . . . q6a ≡ 1 + 6a ≡ 1 (mod 6)
kaikilla a ∈ Z+. Jos alkuluku q ≡ −1 (mod 6), niin
σ(q6a) = 1 + q + q2 . . . q6a ≡ 1− 1 + 1− 1 + 1− . . .− 1 + 1 ≡ 1 (mod 6)
kaikilla a ∈ Z+. Koska m ei ole jaollinen kahdella eikä kolmella, niin jokaisen luvun m
alkutekijän jakojäännös kuudella jaettaessa on 1 tai −1. Täten myös σ(m6) ≡ 1 (mod 6).
Koska p ei ole jaollinen kahdella eikä kolmella, niin p ≡ 1 tai p ≡ −1 (mod 6). Jos
p ≡ 1, niin
σ(p3k) ≡ 1 + p+ p2 + . . .+ p3k ≡ 4 (mod 6),
koska k on pariton. Jos p ≡ −1, niin
σ(p3k) ≡ 1 + p+ p2 + . . .+ p3k = 1− 1 + 1− 1 . . .− 1 ≡ 0 (mod 6),
koska k on pariton. Koska vastaoletuksen mukaan luku 2x3 = 2p3km6 = σ(p3k)σ(m6) ei
ole jaollinen kolmella, niin σ(p3k) 6≡ 0 (mod 6). Siis p 6≡ −1 (mod 6). Koska p ≡ 1 tai
p ≡ −1 (mod 6), niin p ≡ 1 (mod 6) ja tällöin σ(p3k) ≡ 4 (mod 6). Siis
σ(p3k)σ(m6) ≡ 4 · 1 ≡ 4 (mod 6).
Touchardin teoreeman mukaan p3km6 ≡ 1 tai p3km6 ≡ 9 (mod 12). Koska vastaole-
tuksen mukaan p3km6 ei ole jaollinen kolmella, niin p3km6 ≡ 1 (mod 12). Siis p3km6 ≡ 1
(mod 6) ja täten
σ(p3k)σ(m6) = 2p3km6 ≡ 2 · 1 ≡ 2 (mod 6),
joka on ristiriidassa sen kanssa, että σ(p3k)σ(m6) ≡ 4 (mod 6).
Huomautus 5.10. Artikkelissa [2] osoitettiin, ettei myöskään kolmella jaollinen täydellinen
luku voi olla muotoa x3 millään kokonaisluvulla x. Artikkelissa on kuitenkin virhe kohdas-
sa 3.1. Laskettaessa σ(p12k+9), kun p ≡ 5 (mod 12), tehdään laskuvirhe. Todellinen tulos
on σ(p12k+9) ≡ 6 (mod 12). Tämän takia kohdassa 3.2 σ(n) ∈ {−2, 6} (mod 12), josta ei
päästä ristiriitaan sen kanssa, että σ(n) = 2n ≡ 6 (mod 12). Tämän vuoksi artikkeli ei
osoita, ettei täydellinen luku voi olla minkään kokonaisluvun kuutio.
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Luku 6
Luvun runsaus
Tässä luvussa täydellisyyttä käsitellään runsauden erikoistapauksena.
Määritelmä 6.1. Määritellään runsausfunktio h : Z+ → Q sellaiseksi, että
h(n) =
σ(n)
n
.
Arvoa h(n) sanotaan luvun n ∈ Z+ runsaudeksi. Jos h(n) on kokonaisluku, niin sano-
taan, että luku n on h(n)-täydellinen.
Esimerkki 6.2. Lasketaan luvun 8 runsaus:
h(8) =
σ(8)
8
=
1 + 2 + 4 + 8
8
=
15
8
.
Esimerkki 6.3. Lasketaan luvun 90 runsaus:
h(90) =
σ(90)
90
=
σ(2 · 5 · 32)
2 · 5 · 32 =
3 · 6 · 13
2 · 5 · 32 =
13
5
.
Huomataan helposti, että luvun n ∈ Z+ runsaudelle pätee:
σ(n) = h(n)n.
Siis luku on 2-täydellinen, jos ja vain jos se on täydellinen.
Esimerkki 6.4. Luku 672 on 3-täydellinen, sillä
σ(672) = σ(25 · 3 · 7) = (26 − 1) · 4 · 8 = 63 · 25 = 3 · 21 · 25 = 3 · 672.
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Esimerkki 6.5. Luku 30 240 on 4-täydellinen, sillä
σ(30240) = σ(25 · 33 · 5 · 7) = (26 − 1) · 40 · 6 · 8 = 7 · 27 · 5 · 33 = 4 · 30240.
Lause 6.6. Olkoon n 6= 1 positiivinen kokonaisluku. Tällöin
h(n) > 1.
Todistus. Olkoon n 6= 1 positiivinen kokonaisluku. Tällöin lauseen 2.3 mukaan σ(n) ≥
n+ 1 eli
h(n) =
σ(n)
n
≥ 1 + 1
n
> 1.
Lause 6.7. Olkoon a ∈ Z+ ja b ∈ Z+.
1. Jos syt(a, b) = 1, niin
h(ab) = h(a)h(b).
Toisin sanoen runsausfunktio h on multiplikatiivinen.
2. Jos syt(a, b) > 1, niin
h(ab) < h(a)h(b).
Todistus. Olkoon a ∈ Z+ ja b ∈ Z+.
1. Olkoon syt(a, b) = 1. Tällöin lauseen 2.12 mukaan
h(ab) =
σ(ab)
ab
=
σ(a)
a
· σ(b)
b
= h(a)h(b).
2. Olkoon syt(a, b) > 1. Tällöin lauseen 2.12 mukaan
h(ab) =
σ(ab)
ab
<
σ(a)
a
· σ(b)
b
= h(a)h(b).
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Lause 6.8. Olkoon a, b ∈ Z+ ja b 6= 1. Tällöin
h(a) < h(ab).
Todistus. Olkoon a, b ∈ Z+ ja b 6= 1. Tällöin lauseen 2.12 mukaan
h(a) =
σ(a)
a
<
σ(ab)
ab
= h(ab).
Lause 6.9. Olkoon p alkuluku. Tällöin
lim
k→∞
h(pk) =
p
p− 1 .
Todistus. Olkoon p alkuluku. Tällöin
h(pk) =
σ(pk)
pk
=
pk+1 − 1
pk(p− 1) =
1− 1/pk+1
1− 1/p .
Siis
lim
k→∞
h(pk) = lim
k→∞
1− 1/pk+1
1− 1/p =
1
1− 1/p =
p
p− 1 .
Lause 6.10. Olkoon p alkuluku. Tällöin
h(pk) <
p
p− 1 ≤ 2.
Todistus. Olkoon p alkuluku. Koska lauseen 6.8 perusteella h(pk) < h(pk+l), kun k, l ∈ Z+,
niin
h(pk) < lim
k→∞
h(pk) =
p
p− 1 .
Koska p on alkuluku, niin p ≥ 2, joten
h(pk) <
p
p− 1 =
1
1− 1/p ≤
1
1− 1/2 = 2.
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Lause 6.11. Olkoon p ja q sellaisia alkulukuja, että q < p, ja olkoon k, l ∈ Z+. Tällöin
h(pk) < h(ql).
Todistus. Olkoon p ja q sellaisia alkulukuja, että q < p, ja olkoon k, l ∈ Z+. Lauseen 6.10
mukaan
h(pk) <
p
p− 1 .
Lauseen 6.8 mukaan
h(q) < h(ql).
Jos siis p/(p− 1) ≤ h(q), niin väite olisi todistettu. Osoitetaan p/(p− 1) ≤ h(q) muok-
kaamalla väitettä yksinkertaisempaan muotoon:
p
p− 1 ≤ h(q)
⇔ p
p− 1 ≤
q + 1
q
⇔ pq ≤ (q + 1)(p− 1)
⇔ pq ≤ pq − q + p− 1
⇔ q + 1 ≤ p,
joka pitää paikkansa, koska q < p.
Esimerkki 6.12. Olkoon luku n pariton täydellinen luku. Tällöin luvun 2n runsaus on
h(2n) =
σ(2n)
2n
=
σ(2)
2
· σ(n)
n
=
3
2
· 2 = 3.
Lause 6.13. Olkoon p alkuluku ja luku n ∈ Z+ p-täydellinen sekä p - n. Tällöin luku pn
on (p+ 1)-täydellinen.
Todistus. Olkoon p alkuluku ja luku n ∈ Z+ p-täydellinen sekä p - n. Tällöin
σ(pn) = σ(p)σ(n) = (p+ 1) · pn.
Siis luku pn on (p+ 1)-täydellinen.
Lause 3.7 voidaan helposti yleistää:
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Lause 6.14. Luvun n ∈ Z+ runsaus
h(n) =
∑
d|n
1
d
.
Todistus. Olkoon n ∈ Z+. Selvästi
n
∑
d|n
1
d
=
∑
d|n
n
d
.
Luku d on luvun n tekijä, jos ja vain jos luku n/d on luvun n tekijä, sillä d ·n/d = n. Siis
n
∑
d|n
1
d
=
∑
d|n
n
d
=
∑
d|n
d = σ(n).
Koska σ(n) = h(n)n, niin
n
∑
d|n
1
d
= h(n)n
eli ∑
d|n
1
d
= h(n).
Lause 6.15. Olkoon k ∈ Z+ ja k 6= 1. Tällöin h(n) = (k+1)/k, jos ja vain jos n = k on
alkuluku.
Todistus. Olkoon k ∈ Z+ ja k 6= 1 sekä n ∈ Z+.
1. “⇒” Olkoon luvun n runsaus (k + 1)/k eli
h(n) =
k + 1
k
⇔ σ(n)
n
=
k + 1
k
⇔ kσ(n) = n(k + 1).
Koska syt(k, k + 1) = 1, niin luku k jakaa luvun n. Siis n = km jollakin m ∈ Z+.
38
Jos k ei ole alkuluku, sillä on muitakin tekijöitä kuin k ja 1, joten
h(n) = h(km) (lause 6.8)
≥ h(k)
=
σ(k)
k
>
k + 1
k
,
jolloin n ei olisi (k + 1)/k-täydellinen. Siis k on alkuluku.
Jos m > 1, niin
h(n) = h(km) (lause 6.8)
> h(k)
=
σ(k)
k
=
k + 1
k
,
jolloin n ei olisi (k + 1)/k-täydellinen. Siis m = 1 ja täten n = k on alkuluku.
2. “⇐” Olkoon n = k alkuluku. Tällöin luvun n runsaus
h(n) =
σ(n)
n
=
σ(k)
k
=
k + 1
k
.
Esimerkki 6.16. Olkoon 24m 3-täydellinen luku ja syt(24,m) = 1. Tällöin
h(24m) = h(24)h(m) =
σ(24)
24
h(m) =
15 · 4
24
h(m) = 3 · 5
6
h(m).
Koska 24m on 3-täydellinen, niin
3 · 5
6
h(m) = 3
eli
h(m) =
6
5
.
Lauseen 6.15 mukaan m = 5. Koska 24 · 5 = 120 on 3-täydellinen, niin se on myös ainoa
muotoa 24m, jossa syt(24,m) = 1, oleva 3-täydellinen luku.
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Lause 6.17. Luku 3272112132m ei ole täydellinen millään positiivisella kokonaisluvulla
m.
Todistus. Olkoon m ∈ Z+ sellainen, että 3272112132m on täydellinen luku.
1. Olkoon syt(3272112132,m) > 1. Jos m = 3n jollakin n ∈ Z+, niin
h(3272112132m) = h(3372112132n) ≥ h(3372112132) > 2.
Vastaavalla tavalla saadaan tutkittua muutkin tapaukset syt(3272112132,m) > 1,
jolloin aina
h(3272112132m) > 2,
joka on ristiriidassa luvun 3272112132m täydellisyyden kanssa.
2. Olkoon syt(3272112132,m) = 1. Luvun 3272112132m runsaus on
h(3272112132m) = h(3272112132)h(m) =
22021
11011
h(m).
Koska 3272112132m on täydellinen, niin
h(3272112132m) =
22021
11011
h(m) = 2.
Siis
h(m) =
22022
22021
,
jolloin lauseen 6.15 mukaan 22021 on alkuluku. Kuitenkin 22021 = 19261, joka ei
ole alkuluku.
Siis millään positiivisella kokonaisluvulla m luku 3272112132m ei ole täydellinen.
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